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1．已知函数𝑓(𝑥) = !"#$
"!#%
是定义在(−2,2)上的奇函数，且𝑓 )&

'
* = '

&(
． 

(1)求函数𝑓(𝑥)的解析式； 

(2)证明：函数𝑓(𝑥)在区间(−2,2)上单调递增； 

(3)若𝑓(𝑎 + 1) + 𝑓(1 − 2𝑎) > 0，求实数𝑎的取值范围． 

【分析】(1) 由于𝑓(𝑥)是定义在(−2,2)上的奇函数, 有𝑓(0) = 0, 再结合𝑓 )&
'
* = '

&(
,  

联立方程组即可求解 

（2）利用单调性的定义，结合作差法即可证明； 

（3）利用奇函数的性质得到𝑓(𝑎 + 1) > 𝑓(2𝑎 − 1)，再利用(2)中结论去掉𝑓即 

     可求解；特别强调，去掉𝑓时要注意定义域的范围. 

【解】(1) 由于𝑓(𝑥)是定义在(−2,2)上的奇函数, 一定有𝑓(0) = 0, 所以有 

																				1
𝑓(0) = 0
𝑓 )&

'
* = '

&(
  解得 2𝑏 = 0

𝑎 = 1, ∴ 𝑓(𝑥) = "
"!#%

. 

（2）∀𝑥&, 𝑥' ∈ (−2,2)且𝑥& < 𝑥'， 

有𝑓(𝑥&) − 𝑓(𝑥') =
""

""!#%
− "!

"!!#%
= "")"!!#%*+"!)""!#%*

)""!#%*)"!!#%*
= ("!+"")("""!+%)

)""!#%*)"!!#%*
， 

													∵ −2 < 𝑥& < 𝑥' < 2，∴ 𝑥' − 𝑥& > 0, 𝑥&𝑥' − 4 < 0， 

														∴ 𝑓(𝑥&) − 𝑓(𝑥') < 0，即𝑓(𝑥&) < 𝑓(𝑥')， 

所以函数𝑓(𝑥)在区间(−2,2)上单调递增. 

（3）因为𝑓(𝑥)为奇函数, 

由𝑓(𝑎 + 1) + 𝑓(1 − 2𝑎) > 0， 

得𝑓(𝑎 + 1) > −𝑓(1 − 2𝑎) = 𝑓(2𝑎 − 1)， 

又因为函数𝑓(𝑥)在区间(−2,2)上单调递增， 

所以:
−2 < 𝑎 + 1 < 2
−2 < 2𝑎 − 1 < 2
𝑎 + 1 > 2𝑎 − 1

	，解得;
−3 < 𝑎 < 1
− &
'
< 𝑎 < .

'
𝑎 < 2

	，故− &
'
< 𝑎 < 1， 

所以实数𝑎的取值范围是)− &
'
, 1* 

2．已知函数𝑓(𝑥) = ."#(
"#'
，𝑥 ∈ [−1,1]． 

(1)用单调性定义证明𝑓(𝑥)在[−1,1]上单调递减，并求出其最大值与最小值； 

(2)若𝑓(𝑥)在[−1,1]上的最大值为 m，且𝑎 + 𝑏 = 𝑚(𝑎 > 0, 𝑏 > 0)，求$
!
+ %

$
的最小值． 

【分析】(1)根据函数单调性的定义证明，再结合单调性求最值即可； 

(1)根据(1)得𝑚 = 4，进而利用基本不等式整体代换的用法求解即可． 

【解】(1) ∀𝑥&, 𝑥' ∈ [−1,1]且𝑥& < 𝑥'，有 
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𝑓(𝑥&) − 𝑓(𝑥') =
.""#(
""#'

− ."!#(
"!#'

= (.""#()("!#')+(""#')(."!#()
(""#')("!#')

 = "!+""
(""#')("!#')

     

因为𝑥&,	𝑥' ∈ [−1,1]且𝑥& < 𝑥', 所以𝑥' − 𝑥& > 0, (𝑥& + 2)(𝑥' + 2) > 0， 

所以
"!+""

(""#')("!#')
> 0，即𝑓(𝑥&) > 𝑓(𝑥')，所以𝑓(𝑥)在[−1,1]上单调递减，     

所以𝑓(𝑥)/01 = 𝑓(−1) = 4，𝑓(𝑥)/23 = 𝑓(1) = &4
.
． 

（2）由（1）知𝑓(𝑥)在[−1,1]上的最大值为𝑚 = 4， 所以𝑎 + 𝑏 = 4(𝑎 > 0, 𝑏 > 0)， 

所以
$
!
+ %

$
= $

!
+ !#$

$
= $

!
+ !

$
+ 1 ≥ 2A$

!
⋅ !
$
+ 1 = 3  

当且仅当1
$
!
= !

$
𝑎 + 𝑏 = 4

，即2𝑎 = 2
𝑏 = 2	时等号成立, 所以$

!
+ %

$
的最小值为 3. 

3. 若不等式𝑥' − (𝑚 − 2)𝑥 +𝑚 − 2 ≥ 0对任意−2 ≤ 𝑥 ≤ 2恒成立，求 m的取值范围； 

【分析】对于恒成立问题共讲解了三类题型,分别是. 

. ① 函数𝑓(𝑥)在 R上恒成立 

. ② 函数𝑓(𝑥)在区间上恒成立 ---- 该问题有两种解法, 分离参数法 和数形结合法 

. ③ 已知参数范围, 𝑓(𝑥) 恒成立 

该问题的恒成立问题属于第二类问题---函数𝑓(𝑥)在区间上恒成立 

【解】(数形结合)  令𝑓(𝑥) = 𝑥' − (𝑚 − 2)𝑥 +𝑚 − 2, 其对称轴𝑥 = 5+'
'

 

.① 当5+'
'
< −2时, 即𝑚 < −2, 此时𝑓(𝑥)在[-2,2]上单调递增, 所以 

    𝑓(𝑥)567 = 𝑓(−2) ≥ 0,		解得 𝑚 > '
.
, 所以此时为空集 

.② 当−2 ≤ 5+'
'
≤ 2时, 即−2 ≤ 𝑚 ≤ 6, 此时𝑓(𝑥)567 = 𝑓 )5+'

'
* ≥ 0  

    解得 2 ≤ 𝑚 ≤ 6, 所以此时为 2 ≤ 𝑚 ≤ 6 

    (方法二, 这里对称轴在[-2,2]之间, 要想恒成立, 只需∆≤ 0即可,但不推荐这种 

写法,建议直接用在对称轴处取得最小值, 只需该最小值大于等于 0即可) 

.③ 当5+'
'
> 2时, 即𝑚 > 6, 此时𝑓(𝑥)在[-2,2]上单调递减, 所以 

     𝑓(𝑥)567 = 𝑓(2) ≥ 0,		解得 𝑚 < 6, 所以此时为空集 

综上所述, m的取值范围为[2,6] 


